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Kapitel 1

Einleitung

Das Auswahlaxiom, das Zornsche Lemma und der Wohlordnungssatz von Zer-
melo sind nicht nur fiir die Topologie wichtig, sondern sind von grundlegender
Bedeutung fiir verschiedenste Bereiche der Mathematik. So z.B. fiir

e die Topologie :
Existenz einer Folge (a,), )y C A die gegen ein beliebiges z € A konvergiert
[1, Satz 6.6] mit dem Auswahlaxiom.

Existenz eines Ultrafilters zu jedem Filter [1, Satz 6.40] mit dem Zornschem
Lemma.

e die Lineare Algebra :

Beweis der Existenz einer Basis in jedem Vektorraum mit dem Zornschen
Lemma [2, Satz 6.2] oder dem Wohlordnungssatz [3, Nr.110, Satz 2] .

e die Algebra :

Beweis der Existenz maximaler Ideale in Ringen mit 1 mit dem Zornschen
Lemma [4, Satz 3.3.9].

e die Analysis :

Beweis des Zwischenwertsatzes mit dem Auswahlaxiom [5, Satz 5.4](Man
achte hier auf die Formulierung , man wiéhle eines aus“ ).

Wir werden in unserem Vortrag zunéchst einmal die verschiedenen Versionen des
Auswahlaxiomes vorstellen und deren Aquivalenz zeigen. Danach weisen wir die
Aquivalenz von Auswahlaxiom, Zornschen Lemma und Wohlordnungssatz nach,
indem wir mittels Ringschlufl vom Auswahlaxiom aufs Zornsche Lemma, vom
Zornschen Lemma auf den Wohlordnungssatz und vom Wohlordnungssatz auf
das Auswahlaxiom schlieflen.



Kapitel 2

Auswahlaxiom

Erste Fassung: Das kartesische Produkt einer nicht leeren Familie nicht leerer
Mengen ist nicht leer, d.h.

T#£ODAMy#0 Vael=[[M. #0.

ael

Anders ausgedriickt: Es sei N eine beliebige Menge und (M,)ac; €ine zu einer
nicht leeren Indexmenge I gehiorigen Familie von nicht leeren Mengen M, C N
VYa € I. Dann existiert eine Funktion f : I — N, die jedem Element o € I ein
Element f(«) € M, zuordnet.

Zweite Fassung: Ist & # () ein Mengensystem paarweise disjunkter, nicht
leerer Mengen, dann ezistiert eine Auswahlmenge S, die aus jedem A € & genau
ein Element enthilt.

Diese zwei Fassungen sind dquivalent. Das sieht man wie folgt (mittels Ring-

schluf}):

Dafl aus der ersten Fassung die zweite folgt, ist unmittelbar zu sehen. Die Aus-
wahlmenge S im Sinne der zweiten Fassung ist nichts anderes als das Bild der
Auswahlfunktion f der ersten Fassung. Da die Mengen A € & paarweise disjunkt
sind, hat das Bild der Auswahlfunktion f genau ein Element mit jedem A gemein.

Sei nun umgekehrt (M,)ae; eine Mengenfamilie mit M, # 0 Va € I AT # (.
Bilde die Mengenfamilie bestehend aus M/ = {(«o,z)|z € M,},a € I. Diese
Mengen sind dann paarweise disjunkt. Also gibt es nach der dritten Fassung eine
Auswahlmenge S, die aus jedem M/ ein Element (o, x) mit x € M, enthilt.
Diese Menge S ist aber nichts anderes als die gesuchte Auswahlfunktion f.

q.e.d.



Kapitel 3

Ordnung

Definition 3.0.1 Eine Menge M mit einer auf ihr erklirten Relation =< heifst
halbgeordnet, wenn auf ihr gilt:

(HO1)Vx € M x <z (REFLEXIVITAT).

(HO2) Aus x <y und y <z folgt v =y fiir x,y € M (ANTISYMMETRIE).
(HO3) Aus x <y und y < z folgt v < z fir x,y,z € M (TRANSITIVITAT).
Die Relation = in M heifst Halbordnung auf M.

Beispiel 3.0.1 Beispiele fiir Halbordnung sind (IR, <), (B(X), C) bzgl. einer be-
liebigen Menge X und die Teilbarkeitsrelation (IN,|).

Definition 3.0.2 Eine Halbordnung < auf einer Menge M heifit totale Ord-
nung, falls gilt:

(TO) Fiir alle x,y € M ist x <y oder y =< x.
M heifit dann durch < total geordnet.

Beispiel 3.0.2 (IR, <) ist total geordnet, (P(X), C) bzgl. einer beliebigen Menge
X und die natirlichen Zahlen mit der iblichen Teilbarkeitsrelation (IN,|) sind
nicht total geordnet.

Definition 3.0.3 Sei < eine Halbordnung auf einer Menge M.

a) Ein Element © € M heifit erstes (letztes) Element von M, falls z <y

(y X x) fir alley € M gilt.

b) Ein Element x € M heifft minimal (maximal) , falls aus y € M und
y S x(x < y) stets x =y folgt.

c) Ein Element x € M heifit untere (obere) Schranke fir A C M , wenn
x 2y(y 2 x) fir aley e A gilt.



d) Ein Element x € M heifst Infimum (Supremum) fir A C M, wenn x untere
(obere) Schranke fir A ist, und fiir jede weitere untere (obere) Schranke y von A
gilty 2w (x 2y) .

Das erste (letzte) Element einer Menge ist, sofern es existiert, eindeutig bestimmt.
Dagegen kann eine Menge mehrere minimale (maximale) Elemente besitzen. Ist
x erstes (letztes) Element einer Menge X, dann ist es gleichzeitig das einzige
minimale (maximale) Element von X. Bei einer total geordneten Menge sind
die Begriffe erstes und minimales Element sowie letztes und maximales Element
dquivalent. Das Infimum einer Menge A ist das letzte Element der Menge aller
unteren Schranken von A. Natiirlich braucht eine Menge A kein Infimum zu besit-
zen, denn die Menge aller unteren Schranken von A braucht kein letztes Element
zu haben. Dies gilt insbesondere, wenn A {iberhaupt keine untere Schranke be-
sitzt. Entsprechend ist das Supremum der Menge A das erste Element der Menge
der oberen Schranken von A.

Beispiel 3.0.3 () ist erstes und minimales Element von B(X), X beliebige Men-
ge. X ist letztes und mazimales Element von P(X). Wdihit man dagegen Y =
PB(X) \ {0}, dann sind simtliche einelementigen Teilmengen von X minimale
Elemente von Y. Aber Y besitzt kein erstes Element. X ist nach wie vor letztes
und mazimales Element von Y .

Definition 3.0.4 Eine halbgeordnete Menge M heifit wohlgeordnet, wenn gilt:

(WO) Jede ihrer nicht leeren Teilmengen besitzt ein erstes Element.

(Die leere Menge gilt als wohlgeordnet.)

Beispiel 3.0.4 Die tibliche <-Relation auf IN ist eine Wohlordnung. Die tibliche
<-Relation auf Q und IR ist keine Wohlordnung.

Satz 3.0.1 Ist M wohlgeordnet, so ist M total geordnet.



Beweis:

Jede zweielementige Teilmenge {x, y} hat nach Voraussetzung ein erstes Element.
D.h. x Xy oder y X z fiir alle x,y € M und ist damit total geordnet.

q.e.d.

Definition 3.0.5 Als Abschnitt M,(x € M) einer wohlgeordneten Menge M
bezeichnen wir die Menge aller Elemente y € M, die kleiner sind als x.

M, ={ye My <z}

Als Anfangsstiick A einer Menge M bezeichnen wir die Menge selbst und ihre
Abschnitte.

Bevor wir zum Beweis des Zornschen Lemmas und des Wohlordnungssatzes kom-
men, bendtigen wir noch einen Hilfssatz. Dabei bezeichnen wir, wenn M eine
halbgeordnete Menge ist, als wohlgeordnete Teile von M diejenigen Teilmengen,
in denen die in M geltende Halbordnungsrelation eine Wohlordnung bewirkt.

Satz 3.0.2 (Hilfssatz) Es sei (W,)aer eine Familie von wohlgeordneten Teilen
der halbgeordneten Menge M, wobei fiir zwei Elemente W, W, der Familie gilt:
Wy ist ein Anfangsstiick von W, oder W., ein Anfangsstiick von Ws. Dann ist
die Vereinigung W = J,c; Wa ebenfalls ein wohlgeordneter Teil, und es ist jedes
W, ein Anfangsstiick von W.

Beweis:

Als Vereinigung von Teilmengen von M ist W eine Teilmenge von M und somit
halbgeordnet. Wir zeigen zunéchst, dal W total geordnet ist. Sind x,y zwei be-
liebige Elemente aus W, so gilt: x € W,,,y € Wj fiir passende o, 3 € I. Nun sei
0.B.d.A. W, ein Anfangsstiick von Wj3. Also liegen die beiden Elemente z,¥ in
Wjs. Und da W3 wohlgeordnet ist, mul # < y oder y < z sein.

Um noch nachzuweisen, dal W wohlgeordnet ist, wéhlen wir eine beliebige Teil-
menge () # U C W, und zeigen, dal U ein erstes Element besitzt. Ist z € U,
so ist x € W, fiir ein bestimmtes o € I. Der Durchschnitt U N W, besitzt als
Teilmenge der wohlgeordneten Menge W, ein erstes Element xy. Von ihm 146t
sich zeigen, dafl es auch erstes Element von U ist. Wir vergleichen es dazu mit
einem beliebigen y € U und haben zwei Félle zu unterscheiden:

1. Es ist y € W, und damit y € U N W,. Dann gilt nach der Definition von x,
gewil g < v.

2. Esist y ¢ W,. Ist dann y € W3, so kann Wy nicht Anfangstiick von W, sein,
also ist W, Anfangsstiick von Wjs. Aus y & W, folgt hiernach: y € Wz — W, was
zusammen mit xg € W, auf xq < y fiihrt.
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In jedem Fall ist also xq =< y fiir y € U, also ist xy erstes Element von U. Somit
hat jede Teilmenge U C W ein erstes Element, und daher ist W wohlgeordnet.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl jedes W, Anfangsstiick von W ist. Sei dazu W, €
(W3)ger beliebig. Damit ist W, Teilmenge von W. Fallunterscheidung:

1. W, = W. Dann ist W, Anfangsstiick von W nach Definition.
2. Wy #W.Dh A:=W\W, # 0. Aist als Teilmenge von W wieder wohlge-

ordnet und besitzt somit ein erstes Element x. Da A C 4., Wp ist, existiert ein
v € I, so dal # € W,,. Nach Vorraussetzung gilt, dal W, Anfangsstiick von W,
oder umgekehrt ist. Weil aber ¢ W, mufl W, Anfangsstiick von W, sein, und
weiterhin gilt: v < * Vy € W,. Somit ist W, C W,. Da x erstes Element von
A=W\ W, ist, gilt sogar W, = W,.

In beiden Féllen ist W, ein Anfangsstiick von W. Da wir W, beliebig gewéhlt
hatten, ist der Satz bewiesen.

q.e.d.



Kapitel 4

Zornsches Lemma

Satz 4.0.3 (Lemma von Zorn) Es sei M eine nicht leere halbgeordnete Men-
ge, in der jede total geordnete Teilmenge A C M eine obere Schranke hat. Dann
gibt es in M (wenigstens) ein maximales Element.

Beweis:
Wir erbringen den Beweis in drei Schritten:

a) Jede total geordnete Teilmenge A C M hat nach Voraussetzung eine obere
Schranke s. Unter Berufung auf das Auswahlaxiom denken wir uns jeder dieser
Teilmengen A eine dieser Schranken als s(A) zugeordnet. Dabei soll fiir alle A,
bei denen dies moglich ist, s(A) so ausgewéhlt sein, daff nicht nur x < s(A) fiir
alle x € A, sondern schirfer z < s(A) fir alle x € A gilt. Das hat zur Folge, daf
s(A) € A nur dann fiir eine total geordnete Teilmenge A C M zutrifft, wenn er
ein letztes Element besitzt, und dieses in M maximal ist.

b) Sei < eine Halbordnung auf einer Menge M. Eine Teilmenge A C M heifit
eine Kette in M, falls < N(A x A) eine totale Ordnung auf A ist, d.h., wenn A
mit der von M {ibernommenen Ordnung eine total geordnete Menge ist.

(So ist z.B. die Menge A := {(—a, a) C IR|a > 0} eine Kette in P(IR).)

Eine Kette A C M heifit ausgezeichnet, wenn A wohlgeordnet ist, und fiir jeden
Abschnitt A, := {y € Aly < z} gilt: = s(A,). Alle ausgezeichneten Ketten
beginnen also gleich mit s; = s(0), s2 = s({s1}), s3 = s({s1,s2}), u.s.w.. Wir be-
haupten nun : Von zwei ausgezeichneten Ketten A, B ist die eine ein Anfangsstiick
der anderen.

Zum Beweis sei H die Vereinigung aller gemeinsamen Anfangsstiicke von A und
B.Wie unmittelbar zu sehen ist, ist H selbst ein gemeinsames Anfangsstiick von
A und B, und zwar das umfassenste.Das hat zur Folge, dal H = A oder H = B

9



sein muf} .Tréfe dies nicht zu, so wire H sowohl ein Abschnitt von A als auch
von B, also
H=A,=DB, mit €A yeB

und
v = s(4,) = 5(B,) = v.

Damit wire aber H U {z} ein umfassenderes gemeinsames Anfangsstiick von A
undB als H. Ein solches Anfangsstiick gibt es nicht.Es muf§ also H = A oder
H = B und damit B einAnfangsstiick von A oder A ein solches von B sein.

¢) Wir bilden nun die Vereinigung V' aller ausgezeichneten Ketten. Da von zwei
ausgezeichneten Ketten A, B die eine ein Anfangsstiick der anderen ist, so ist
V nach dem oben bewiesenen Hilfssatz wohlgeordnet. Auflerdem ist jede aus-
gezeichnete Kette ein Anfangsstiick von V. Ein beliebiges Element x € V ist
Element einer gewissen ausgezeichneten Kette A. Weil A ein Anfangsstiick von
V ist, so gilt fiir die durch x bestimmten Abschnitte A, = V, (siehe ...) und
damit x = s(A,) = s(V,). Hiernach ist V selbst eine auszeichnete Kette und als
Vereinigung aller ausgezeichneten Ketten die umfassendste. Dies hat zur Folge,
daB s(V) € V ist, weil sonst V U {s(V)} eine umfassendere ausgezeichnete Kette
als V' wire. Somit ist s(V') letztes Element von V' und maximal in M.

q.e.d.
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Kapitel 5

Wohlordnungssatz

Satz 5.0.4 (Wohlordnungssatz) Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

Beweis:

Zur Menge M betrachte die Menge 9t der Paare (A, <) mit A C M, < Wohl-
ordnung auf A. Setze (A, <y) = (A, <s), falls A} mit der Anordnung <; ein
Anfangsstiick von Ay mit der Anordnung <s ist. Dies definiert offensichtlich eine
Halbordnung auf den Paaren (A, <).

Nun sei ((Aa, <a))acr eine Teilmenge von M (mit I beliebige Indexmenge), die
beziiglich der in 9 geltenden Relation =< total geordnet ist. Wir behaupten,
daB8 die Vereinigung A = J,c; Ao durch die in den Mengen A, bestehenden
Wohlordnungen <, ebenfalls wohlgeordnet ist, und daf§ dabei jede Menge A, ein
Anfangsstiick von A ist.

Zum Beweis seien z,y zwei beliebige Elemente aus A. Es moge © € A,,y € Ag
gelten, und zwar 0.B.d.A. derart, dal A, ein Anfangsstiick von Ag ist. Dann ist
auch x € Ag, und auf Grund der in Ag geltenden Ordnung < ist * <g y oder
y <g x. Jede andere Menge (A, <,) € ((Aa; <a))acr welche ebenfalls  und y
enthélt, fithrt zu derselben Relation zwischen = und y, weil A, ein Anfangsstiick
von Ag ist, oder Ay als Anfangsstiick besitzt. D.h., man kann die zutreffende
Relation auf A iibertragen, und erhélt dadurch eine Ordnung auf A, da z,y € A
beliebig gewéhlt waren.

Nun koénnen wir den Hilfssatz auf die Familie (A,)aer und A anwenden. Dies
ergibt, dal A wohlgeordnet ist, und jede Menge A, ein Anfangsstiick von A
darstellt.

Damit ist A € 99 und eine obere Schranke von (A, )aecs. Es hat somit jede geord-
nete Teilmenge (A, )aer von 9 eine obere Schranke, und wir konnen das Zornsche
Lemma anwenden. Es existiert also in 90t ein maximales Element (A,,, <,,).
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So ein maximales Element (A,,, <,,) erfiillt A,, = M. Denn sonst existierte ein
x € M mit x ¢ A, und A, U {z} wiirde durch <’ wohlgeordnet. Dabei ist
<’ definiert durch <,, auf A,, und die Bestimmung y <’ x fiir alle y € A,,,
d.h.<'=<,, W(y,2)|ly € A,, U{z}}. Und das entstehende Paar (A,, U {z}, <)

wiire groBer als (A, <,,).

q.e.d.
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Kapitel 6

Zuriick zum Auswahlaxiom

Nun soll noch gezeigt werden, dafl aus dem Wohlordnungssatz das Auswahlaxiom
folgt.

Beweis:

Es sei (M, )aer eine Familie von nicht leeren Mengen ( I Indexmenge ). Nach dem
Wohlordnungssatz kann ihre Vereinigung M = |J,.; Ma wohlgeordnet werden.
In der wohlgeordneten Menge M besitzt jede Teilmenge M, ein erstes Element.
Eine Auswahlfunktion fiir die Familie (M,)aes kann daher durch die Vorschrift,
sie soll jedem « € I das erste Element der Menge M,, zuordnen, festgelegt werden.
Also ist [[,c; Ma # 0.

q.e.d.
Ebenfalls mit dem Auswahlaxiom, dem Zornschen Lemma und dem Wohlord-

nungssatz dquivalent sind der Maximalmengensatz von Tukey und der Maximal-
kettensatz von Hausdorff. Diese Sétze werden hier ohne Beweis angegeben:

Satz 6.0.5 (Maximalmengensatz von Tukey) Jede nicht leere Familie von
Mengen von endlichem Charakter hat ein maximales Element.

Dabei heifit eine Familie (M, )q.e; von endlichem Charakter, wenn fiir alle o €
gilt: Jede endliche Teilmenge A C M, ist Element der Familie, also A € (M,)acr-

Satz 6.0.6 (Maximalkettensatz von Hausdorff) Ist® eine Familie von Men-
gen und R eine Kette in A, dann existiert eine maximale Kette in %A, welche K

enthdlt.

Abschlielend sei noch bemerkt, daf§ die von uns aufgefiihrten Beweise im wesent-
lichen [3] entnommen sind.
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